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Resumo: Esta Nota Técnica apresenta uma metodologia unificada para a estimagdo espectral de sinais estocasti-
cos e deterministicos, com foco em aplicacdes experimentais no Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF).
Sdo analisados métodos cldssicos de espectro: Transformada Discreta de Fourier, correlograma, periodograma
médio (Welch) e modelagem autorregressiva (AR). Avaliam-se viés, varidncia, resolugc@o espectral e estabili-
dade estatistica dos estimadores, considerando ruido branco, ruido colorido e sinais senoidais com diferentes
razdes sinal ruido. Os resultados sdo discutidos a luz da teoria cldssica de processamento de sinais (Oppenheim;

Schafer, 2012; Kay, 1988; Oppenheim; Willsky, 2010; Stoica; Moses, 2005).
Palavras chave: Anilise espectral; DSP; correlograma; Welch; modelagem AR; ruido branco; ruido colorido.

Abstract: This Technical Note presents a unified methodology for the spectral estimation of stochastic and
deterministic signals, with a focus on experimental applications at the Brazilian Center for Research in Physics
(CBPF). Classical spectral estimation methods are analyzed: the Discrete Fourier Transform, the correlogram,
the averaged periodogram (Welch’s method), and autoregressive (AR) modeling. The bias, variance, spectral
resolution, and statistical stability of the estimators are evaluated for white noise, colored noise, and sinusoidal
signals at different signal-to-noise ratios. The results are discussed in light of classical signal processing theory

(Oppenheim; Schafer, 2012; Kay, 1988; Oppenheim; Willsky, 2010; Stoica; Moses, 2005).
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OBJETIVO DA NOTA TECNICA

Estabelecer uma metodologia padronizada para a andlise
espectral de sinais experimentais no CBPF, garantindo re-
produtibilidade, consisténcia e rigor cientifico em estudos
envolvendo ruido, filtragem, modelagem e caracterizag@o es-
pectral.

CONTEXTO E APLICACOES NO CBPF
A andlise espectral é empregada em diversas linhas de
pesquisa do CBPF, incluindo:
* instrumentacdo eletrOnica e aquisi¢do de dados;

* caracterizacdo de ruido em detectores;

* andlise de estabilidade temporal em experimentos fisi-
cos;

* modelagem de sistemas dindmicos;

* filtragem e reconstrucdo de sinais experimentais.

A padronizac¢do metodoldgica permite que diferentes gru-
pos utilizem procedimentos equivalentes, facilitando com-
paragdes e validagdes cruzadas.

INTRODUCAO

A andlise espectral desempenha papel central na caracte-
rizagdo de sinais fisicos, permitindo identificar componentes
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deterministicas, quantificar niveis de ruido e compreender a
distribuicao de energia ao longo da frequéncia. Conforme es-
tabelecido na literatura cldssica de processamento de sinais
(Oppenheim; Schafer, 2012; Oppenheim; Willsky, 2010;
Stoica; Moses, 2005; Kay, 1988) diferentes estimadores es-
pectrais apresentam compromissos distintos entre resolucdo,
variancia e viés, tornando essencial a escolha adequada da
metodologia para cada tipo de sinal. Esta Nota Técnica
tem como objetivo investigar técnicas cldssicas — tanto ndo
paramétricas quanto paramétricas — com foco na interpre-
tacdo pratica de seus resultados e na avaliagdo de suas limi-
tacoes.
O estudo € organizado em trés etapas complementares:

* Ruido branco: utilizado como referéncia tedrica para
avaliar varidncia, viés e comportamento estatistico dos
estimadores;

* Ruido colorido: empregado para analisar efeitos de fil-
tragem, correlagdo temporal e alteragdes estruturais no
espectro;

* Senoide imersa em ruido branco: caso que evidencia
o desempenho dos estimadores na deteccao de com-
ponentes deterministicas sob diferentes razdes sinal
ruido.

Ao longo do documento, sdo discutidos aspectos como
ergodicidade, estimadores de autocorrelacdo, periodograma,
método de Welch e modelagem autorregressiva (AR), desta-
cando suas propriedades estatisticas e condicdes de uso.

METODOLOGIA

Geracao dos sinais

Foi sintetizado um processo estocdstico composto por
2048 amostras de ruido branco. A evolugdo temporal desse
sinal, apresentada na Figura 1, corresponde a uma unica rea-
lizacdo do processo. Sob a hipétese de ergodicidade — val-
ida quando a janela de observagdo é suficientemente longa
— essa realizacdo torna-se representativa das propriedades
estatisticas do ruido. Assim, a forma temporal exibida pode
ser interpretada como uma aproximacdo experimental da
dinamica tipica do processo gerador (Oppenheim; Schafer,
2012).

Foi produzida uma sequéncia de 2048 amostras de ruido
colorido, obtida pela filtragem de um ruido branco por meio
de um filtro ressonante de segunda ordem. O filtro apresenta
frequéncia de ressonancia fy = 0,2 e largura de banda de —3
dB igual a 0,01 (Oppenheim; Schafer, 2012).

Também foi construido um sinal de 2048 amostras com-
posto pela soma de um ruido branco gaussiano e uma senoide
de frequéncia fo = 0,2. O nivel de ruido foi ajustado de
modo que o sinal apresentasse razao sinal-ruido (RSB) igual
a 0 dB, condi¢do em que a poténcia da senoide € igual a
poténcia do ruido (Oppenheim; Schafer, 2012). Adicional-
mente, foi sintetizado um sinal de 2048 amostras formado
pela soma de um ruido branco gaussiano e uma senoide
de frequéncia fy = 0,2, agora com razao sinal-ruido (RSB)

igual a —20 dB. Nesse regime, a poténcia do ruido ¢ sig-
nificativamente superior a da componente senoidal, carac-
terizando um cendrio de deteccdo em condi¢des severas de
ruido.

ESTIMATIVA POR TRANSFORMADA DE FOURIER

O ruido foi analisado por meio da Transformada de
Fourier em 2048 pontos, utilizando uma janela retangular
(Figura 3) (Oppenheim; Schafer, 2012).

Correlograma

Foi produzida uma sequéncia de ruido branco e realizado
o célculo de sua fun¢ado de autocorrelacio estimada sem pon-
deracdo temporal. A partir dessa estimativa, obteve-se a den-
sidade espectral de poténcia (DSP) por meio da Transfor-
mada Discreta de Fourier da funcdo de autocorrelacio, uti-
lizando 128 pontos. O valor da DSP foi entdo avaliado na fre-
quéncia f = 0,2 (Figura 8) (Kay, 1988; Oppenheim; Schafer,
2012).

Em seguida, foi aplicada uma ponderag@o por janela de
Hamming a fung¢do de autocorrelacdo estimada, caracteri-
zando o método do correlograma janelado. A DSP foi no-
vamente estimada, desta vez também com 128 pontos na
Transformada Discreta de Fourier da autocorrelagao ponde-
rada (Figura 9).

Realizou-se o procedimento descrito anteriormente para
10 realizacdes independentes de ruido branco. Para cada re-
alizacdo, estimou-se a densidade espectral de poténcia (DSP)
na frequéncia f = 0,2 pelo método do correlograma, a partir
da fun¢@o de autocorrelagio estimada.

Foram consideradas trés situagdes: (i) sem ponderacdo
temporal, utilizando 128 pontos na Transformada Discreta de
Fourier; (ii) com ponderacdo por janela de Hamming, tam-
bém com 128 pontos; e (iii) com ponderagdo por janela de
Hamming utilizando 1024 pontos na transformada.

A densidade espectral de poténcia (DSP) foi estimada a
partir da fun¢do de autocorrelagdo niao ponderada, utilizando
128, 256, 512 e 1024 pontos.

Define-se o tempo efetivo de integra¢do 7; como a duracio
equivalente do registro que efetivamente contribui para a es-
timativa apds o janelamento, sendo proporcional ao niimero
de amostras independentes disponiveis. Janelas que atenuam
as extremidades do registro, como a de Hamming, reduzem
T; em relagdo a janela retangular, o que eleva a variancia do
estimador espectral (Kay, 1988).

Para o ruido colorido, a fun¢io de autocorrelagéo foi esti-
mada em toda a sua extensdo, sem janelamento. A envoltéria
da regido central foi modelada por um decaimento exponen-
cial, e o tempo caracteristico de decaimento t,, foi obtido
por ajuste de uma reta a essa envoltéria (em escala logarit-
mica). Adotou-se como tempo de correlaciio a defini¢do in-
tegral T, = 27,,. Como a varidncia do estimador da autocor-
relacdo cresce com o atraso — em razdo do menor nimero de
pares de amostras disponiveis —, a estimativa perde confia-
bilidade para atrasos superiores a 7, (Kay, 1988; Oppenheim;
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Willsky, 2010).

Para o sinal senoidal imerso em ruido, a DSP foi tam-
bém estimada a partir de trechos da funcdo de autocorre-
lagdo — inclusive considerando apenas os atrasos positivos
(k > 0) —, e a detectabilidade da componente senoidal foi
quantificada pela razao entre a amplitude do pico em fy e o
maior valor espectral fora dessa frequéncia. O procedimento
foi repetido para intervalos sucessivos (tranches) da autocor-
relag@o, progressivamente afastados da origem (Kay, 1988;
Stoica; Moses, 2005).

ESTATISTICAS AMOSTRAIS

Os calculos da média e da varidncia amostral foram reali-
zados conforme descrito a seguir (Kay, 1988).
Média amostral:

Variancia amostral (estimador nido viesado):

N7
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PERIODOGRAMA MEDIO (METODO DE WELCH)

A densidade espectral de poténcia (DSP) foi estimada pelo
método do periodograma médio, também conhecido como
método de Welch. Esse método consiste em dividir o sinal
em L segmentos, calcular o periodograma (quadrado do mo-
dulo da TFD normalizado) de cada segmento e, em seguida,
realizar a média desses periodogramas. O objetivo desse pro-
cedimento € reduzir a varidncia da estimativa espectral, uma
vez que, para segmentos aproximadamente independentes, a
varidncia do estimador diminui aproximadamente de forma
inversamente proporcional a L (Kay, 1988; Stoica; Moses,
2005).

Em contrapartida, ao dividir o sinal em segmentos
menores, reduz-se a resolucio espectral, estabelecendo-se o
conhecido compromisso entre resolu¢éo em frequéncia e va-
ridncia da estimativa (Kay, 1988; Stoica; Moses, 2005).

No presente estudo, foi produzida uma sequéncia de ruido
branco e estimou-se a DSP sem aplicacdo de janela no
dominio temporal (janela retangular implicita). Inicialmente,
a estimativa foi obtida a partir da médiade L =4,7, 13 e 17
Transformadas Discretas de Fourier (TFDs) de 512 pontos.
Para cada caso, mediu-se o valor estimado da DSP na fre-
quéncia f = 0,2 (Kay, 1988; Stoica; Moses, 2005).

Em seguida, mantendo-se o procedimento sem pondera-
cdo temporal, a DSP foi estimada a partir da média de 17
TFDs de 256 pontos e, posteriormente, de 17 TFDs de 128
pontos. Também nesses casos foi registrado o valor estimado
da DSP na frequéncia f = 0,2 (Kay, 1988; Stoica; Moses,
2005).

MODELAGEM AUTORREGRESSIVA

A densidade espectral de poténcia (DSP) do sinal foi es-
timada por meio de modelagem autorregressiva (AR), uti-
lizando uma janela temporal retangular, para ordens 2, 4 e
6. Na Tabela 7 sdo apresentados, para cada modelo, a fre-
quéncia e a amplitude de ressonancia, bem como a ampli-
tude em baixa frequéncia (componente continua) e a largura
de banda a —6 dB (Kay, 1988; Oppenheim; Willsky, 2010).
Em seguida, foram gerados sinais com comprimentos de
128 (Figura 22) e 64 amostras (Figura 23), sob as mesmas
condigdes. A DSP foi estimada, sem ponderacio temporal,
utilizando um modelo AR de ordem 4. Verifica-se que, para
o caso de 64 amostras, o modelo apresenta desempenho sig-
nificativamente degradado.

RESULTADOS E DISCUSSOES ESTUDO DE UM RUIDO

BRANCO

Geracao do ruido

Ruido branco - dominio do tempo (2048 amostras)

Amplitude
o

0 500 1000 1500 2000
Numero de amostras
Figura 1: Evolugdo temporal de um ruido branco com 2048 amostras. A

visualizag@o corresponde a uma realizagdo do processo estocdstico.

A partir do histograma da distribuicdo temporal das am-
plitudes do sinal, constatamos que o sinal € um ruido gaus-
siano. O histograma € apresentado na Figura 2 e constitui
uma aproximacao da func@o densidade de probabilidade.
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Histograma das amplitudes - ruido branco gaussiano
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Figura 2: Histograma da distribuicdo temporal das amplitudes do sinal.
Ruido gaussiano.

ANALISE DO RUIDO PELA TRANSFORMADA DE
FOURIER

No espectro obtido, ndo hé evidéncias suficientes que per-
mitam concluir que o sinal analisado seja um ruido branco.
O quadrado do médulo da Transformada de Fourier (pe-
riodograma) constitui uma estimativa bastante inadequada
da densidade espectral de poténcia (DSP), que, no caso de
um ruido branco, deveria apresentar comportamento plano.
O desvio padrdo dessa estimativa ¢ da mesma ordem de
grandeza do préprio valor estimado, o que inviabiliza con-
clusdes confidveis a partir dessa Unica realizagdo. Técni-
cas de suavizagdo para reduzir essa variancia serdo imple-
mentadas nas etapas seguintes, por meio do calculo do peri-
odograma médio (Kay, 1988; Stoica; Moses, 2005).

Periodograma de um ruido branco (janela retangular)

Poténcia

T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequéncia normalizada

Figura 3: Transformada de Fourier de um ruido branco com uma janela
retangular. N3o hd indicios onde se proponha que o sinal gerado seja um
ruido branco.

ANALISE DO RUIDO PELO CORRELOGRAMA

a) Estimativa da fun¢do de autocorrelagdo
1. Estimador ndo ponderado

A Figura 4 apresenta a estimativa da funcio de autocor-
relacdo (FAC) do ruido branco, obtida por meio do esti-
mador ndo ponderado. Para um processo de ruido branco
ideal, a fung@o de autocorrelacdo tedrica é proporcional a
um delta de Dirac, isto é, Ry, [k]=c> §[k] . A estimativa
obtida aproxima-se desse comportamento, exibindo um pico
pronunciado em k = 0 e valores pr6ximos de zero para k # 0.
Observa-se ainda que a FAC estimada apresenta simetria par,
como esperado para processos estaciondrios no sentido am-
plo (WSS — Wide-Sense Stationary) (Oppenheim; Willsky,
2010).

Na prética, devido ao comprimento finito do registro (2048
amostras), o estimador apresenta flutuagdes estatisticas para
k # 0, resultando em valores residuais ndo nulos. A esti-
mativa da poténcia média do processo é dada por Ry, [0] =
Byect(0) = 1,008, que corresponde a variincia estimada do
sinal (Oppenheim; Willsky, 2010).

A Figura 5 mostra um detalhe da FAC em torno de
k = 100. Observa-se o cardter essencialmente aleatério das
amostras da autocorrelacio fora do atraso zero, coerente com
a hipdtese de descorrelagcdo temporal do ruido branco. O
valor estimado B.(100) = 0,01575 encontra-se préximo
de zero, conforme previsto teoricamente (Oppenheim; Will-
sky, 2010).
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Figura 4: : Funcdo de autocorrelacdo estimada de um ruido branco, sem
ponderagdo temporal. Observa-se o comportamento de um delta de Dirac.
YBreer (0) = 1,008.

Zoom da autocorrelagao estimada em tormo de k = 100
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Figura 5: Ampliacdo da fungdo de autocorrelagio estimada em torno do
valor k=100. Observa-se o cardter aleatorio. Yp,e« (100) = 0,01575.

2. Com ponderacao temporal — janela de Hamming
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A Figura 6 apresenta a estimativa da fung@o de autocorre-
lacdo (FAC) quando o sinal de ruido branco é previamente
submetido a ponderacdo temporal por uma janela de Ham-
ming. A estimativa da poténcia média (varidncia) do pro-
cesso resultante é B gmm(0) = 0,9675 (Oppenheim; Schafer,
2012).

A aplicacdo da janela de Hamming introduz um efeito de
tapering no dominio temporal, reduzindo descontinuidades
nas extremidades do registro finito. Essa pondera¢do modi-
fica o estimador da autocorrelagdo, uma vez que o processo
analisado deixa de ser estritamente branco apds a multipli-
cacdo pela janela. Como consequéncia, observa-se na FAC
uma atenuacao progressiva para atrasos maiores, refletindo a
convolugdo implicita com a autocorrelacio da prépria janela
(Oppenheim; Schafer, 2012).

A Figura 7 apresenta um detalhe da fungdo de autocor-
relacdo em torno de k = 100 para o ruido ponderado por
uma janela de Hamming. O valor estimado é By gm(100) =
0,00491, magnitude compativel com as flutuacdes estatisti-
cas esperadas para atrasos diferentes de zero (Oppenheim;
Schafer, 2012) .

1.0 09675

0.8 4

0.6

0.4 4

Amplitude

0.2 4

-0.2 T T T T T T T
-1000 —750 —500 —250 0 250 500 750 1000
Numero de amostras

Figura 6: Fungdo de autocorrela¢do estimada de um ruido branco. O ruido
foi ponderado por uma janela de Hamming. Yggmm (0) = 0,9675.

Detalhe da FAC em torno de k = 100 (Janela de Hamming)
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Figura 7: Detalhe da funcdo de autocorrelagdo estimada em torno de
k = 100, para o ruido branco ponderado por uma janela de Hamming.
Yetamm (100) = 0,00491.

Ao comparar as duas estimativas, observa-se que o desvio
da poténcia média estimada em relacdo ao valor tedrico é
maior quando se utiliza a janela de Hamming do que quando
se emprega a janela retangular.

Esse comportamento estd de acordo com a teoria de esti-
macao espectral. A aplicacdo da janela de Hamming reduz
o tempo efetivo de integracdo 7; (ou, de forma equivalente,
diminui a largura temporal efetiva do registro), o que implica
reduc@o no nimero efetivo de amostras independentes con-
tribuindo para a estimativa. Como consequéncia, a varian-
cia do estimador aumenta em comparacdo ao caso da janela
retangular, que maximiza o tempo de integracdo para um
mesmo comprimento de registro (Kay, 1988; Stoica; Moses,
2005).

TiHumming < TiRetangulur

No entanto, a estimativa da poténcia média é uma varidvel
aleatdria e, portanto, é possivel ocorrer a situacdo inversa,
isto €, uma estimativa com maior desvio quando se utiliza a
janela retangular. Com apenas uma realiza¢do do processo,
¢ arriscado tirar conclusdes definitivas.

Por esse motivo, apresentam-se a seguir (Tabela 1) estima-
tivas da poténcia média obtidas a partir de diferentes realiza-
¢oes independentes do ruido branco. Em seguida, calcula-se
a média amostral e a varidncia dessas estimativas, a fim de
verificar os resultados previstos teoricamente.

A Tabela 1 apresenta, para dez realizacdes distintas de
ruido branco, os valores Byumm(0), Bramm(100), Biee(0)
€ Bree:(100) da funcéo de autocorrelagdo estimada, inicial-
mente sem ponderacdo temporal (janela retangular implicita)
e, posteriormente, com a aplicacdo da janela de Hamming.

Retangular Retangular Hamming Hamming

Realizacio k=0 k=100 k=0 k=100
1 1,0470 —0,01917 1,0730 —0,02423
2 0,9373  —0,00589 0,9000 —0,02866
3 1,0080  0,01575 09675 —0,01248
4 0,9980 —0,01050 11,0320 0,00530
5 1,0420 —0,03362 11,0680 —0,05919
6 1,0800 —0,02494 1,0790 —-0,03974
7 1,0300 —0,02039 1,0340 —0,02900
8 0,9945 —0,00166 0,9856 —0,04429
9 1,0440  0,02591 11,0430 0,03209
10 0,9629  0,01761  0,9980 0,02583

Tabela 1: Dez valores de diferentes realizagoes das fungdes de autocorre-
lacdo do ruido branco, inicialmente sem ponderagdo e, em seguida, pon-
derado com uma janela de Hamming: Yaamm(0), Yeramm(100), Yrec: (0) €
Yrecl(loo)'

Os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 2.

Retangular Retangular Hamming Hamming

k=0 k=100 k=0 k=100
Média  1,01446 —0,00719 1,01801 —0,01744
Variancia 0,00187  0,00408 0,00314 0,00090

Tabela 2: Médias e varidncias amostrais das estimativas da funcdo de au-
tocorrelag@o para k = 0 e k = 100, inicialmente sem ponderac@o temporal
(janela retangular implicita) e, em seguida, com aplicacdo da janela de Ham-
ming.

Constatou-se que a reducdo do tempo efetivo de integracdo
T; tende a aumentar a variancia dos estimadores. Esse com-
portamento foi verificado para k = 0, onde a varidncia as-
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sociada a janela de Hamming foi 0,00314, superior a obtida
com a janela retangular (0,00187), em concordancia com a
previsdo tedrica. Para k = 100, entretanto, observou-se o
comportamento oposto: a varidncia com janela retangular
foi 0,00408, enquanto com janela de Hamming foi 0,00090.
Esse resultado ndo confirma a tendéncia tedrica esperada.

Como os valores foram obtidos a partir de apenas 10 re-
alizacdes independentes do ruido branco, essa discrepancia
pode ser atribuida a variabilidade estatistica inerente ao ex-
perimento. Portanto, seria necessario aumentar o nimero de
realizagdes para que a avaliacdo da variancia dos estimadores
se tornasse estatisticamente mais robusta.

Observou-se ainda que, dependendo da realizagdo, o erro
pode ser menor com a janela de Hamming do que com a
janela retangular, refletindo a natureza aleatdria das estima-
tivas.

A média amostral das estimativas apresentou-se proxima
do valor teérico, compativel com um estimador nio viesado.

Ressalta-se que a prépria média e a variancia calculadas a
partir de 10 realizacdes sdo estimativas sujeitas a incerteza.
No caso gaussiano, para n = 10 medi¢des independentes,
tem-se: (Kay, 1988)

Oy
Oz=+/var (X)=——= B4
® V10 (B.4)
2 | 2 2
var (s2)=0754/ —1z0,47 o} (B.5)
n_

Portanto, como a variancia foi estimada com apenas 10 re-
alizagdes independentes, o valor obtido ainda estd sujeito a
flutuacdes estatisticas relevantes. Para reduzir essa incerteza
e obter uma estimativa mais estdvel e representativa do com-
portamento real do estimador, é recomenddvel aumentar o
nimero de realizacdes consideradas na andlise.

b) Estimativa da Densidade Espectral de Poténcia (DSP)

Observa-se que a DSP obtida a partir da fung¢do de autocor-
relagdo ponderada por janela de Hamming apresenta menor
flutuacdo em torno do valor tedrico unitdrio, quando com-
parada ao caso sem ponderagdo. Esse comportamento esta
associado a reducdo da varidncia do estimador espectral pro-
movida pelo janelamento no dominio do atraso, ao custo de
uma possivel reducio na resolucao espectral (Kay, 1988)

DSP estimada de ruido branco (128 pontos, sem ponderagao)
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Figura 8: Estimativa da DSP de um ruido branco (128 pontos). Essa es-
timativa foi calculada a partir da fungdo de autocorrelagdo do ruido, sem

qualquer ponderagdo prévia.
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Figura 9: Estimativa da DSP de um ruido branco (128 pontos), calculada a
partir de sua fung@o de autocorrelagdo ponderada por uma janela de Ham-
ming. Observa-se que o desvio em relagdo ao ganho unitdrio € menor do
que na Figura 8.

Os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 3.
Observa-se que as estimativas apresentam variacdes em
torno do valor tedrico unitdrio esperado para a DSP de um
ruido branco. A ponderagdo por janela de Hamming tende
a reduzir as flutuacdes quando comparada ao caso sem pon-
deracdo. O aumento do nimero de pontos na transformada
melhora a resolugdo em frequéncia, mas ndo implica, neces-
sariamente, reducdo da variincia estatistica da estimativa.

Sem ponderacio Hamming  Hamming
Realizacdo (128 pontos) (128 pontos) (1024 pontos)
1 1,151 1,131 1,470
2 1,030 0,986 1,262
3 0,681 0,801 0,748
4 1,202 1,196 2,010
5 0,719 0,867 0,393
6 1,086 1,156 1,080
7 0,995 0,973 1,189
8 1,053 1,100 0,676
9 0,894 0,875 0,538
10 0,929 1,002 1,839

Tabela 3: Valores estimados da densidade espectral de poténcia na frequén-
cia f=0,2.
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Calculou-se, para cada um dos casos anteriores, a média e
a variancia das 10 estimativas da DSP na frequéncia f =0, 2,
conforme apresentado na Tabela 4.

Retangular Hamming  Hamming
(128 pontos) (128 pontos) (1024 pontos)
Média 0,9740 1,0087 1.1204
Variancia  0,0294 0,0181 0,2957

Tabela 4: Médias e variancias das estimativas da DSP na frequéncia f =0, 2,
obtidas a partir de 10 realiza¢des independentes.

Observa-se que, para 128 pontos, a varidncia da estima-
tiva com janela de Hamming (0,0181) € menor do que aquela
obtida com janela retangular (0,0294), em concordancia com
a teoria. De fato, para um mesmo nimero de pontos da
fun¢do de autocorrelagdo, tem-se (Kay, 1988; Stoica; Moses,
2005):

Var{SAX (f) }Hamming< Var{ﬁx (f) }Retangular (B6)

Esse comportamento estd associado ao efeito de suaviza-
cdo introduzido pela janela de Hamming no dominio do
atraso, que reduz a variancia do estimador espectral ao custo
de uma possivel reducdo na resolucdo em frequéncia (Kay,
1988). Ao comparar as estimativas com janela de Hamming
de 128 e 1024 pontos, observa-se que a varidncia aumenta
significativamente no caso de 1024 pontos (0,2957). Esse au-
mento ndo decorre da simples melhoria de resolucdo espec-
tral, mas indica que a estimativa tornou-se mais sensivel as
flutuagdes da funcdo de autocorrelacdo em atrasos maiores.
Assim, a maior extensao da autocorrelacdo utilizada no cal-
culo contribui para o aumento da variabilidade da estimativa
em uma frequéncia especifica.

Quanto ao viés, a utilizagdo de uma janela de apodizacdo
pode introduzir viés na estimativa espectral. Entretanto, no
caso do ruido branco ideal, cuja funcdo de autocorrelacdo
tedrica € um delta de Dirac, esse viés ndo é significativo,
pois a energia estd concentrada no atraso zero. Como conse-
quéncia, a apodizacdo da autocorrelacio ndo altera de forma
relevante o valor médio da estimativa, apenas sua variancia
(Kay, 1988; Stoica; Moses, 2005).

ANALISE DO SINAL PELO PERIODOGRAMA MEDIO

Os resultados obtidos para 10 realiza¢des independentes
do ruido branco sdo apresentados na Tabela 5.

7
512 pts 512 pts 512 pts 512 pts 256 pts 128 pts
Realizagdo L=4 L=7 L=13 L=17 L=17 L=17
1 1,6410 0,2648 0,4487 0,5266 1,0860 0,9099
2 0,5788 0,9863 1,2300 1,2020 1,3750 1,0340
3 0,4367 1,4550 0,7670 1,4990 0,8393 1,0590
4 1,5230 1,1930 1,2640 1,0840 1,0890 0,9620
5 0,5934 0,6784 1,5810 1,6040 1,1070 1,2220
6 1,1120 1,1610 1,0030 1,1170 1,2370 1,1130
7 0,8918 1,1090 1,3330 1,2990 1,4130 1,0360
8 0,5087 0,4656 04512 0,4663 0,6127 0,7642
9 1,1990 1,2780 1,3360 1,3610 1,6170 1,0300
10 1,7280 1,4660 1,4370 1,2330 1,1200 0,8304
Recob. 0 0,5 0,75 0,8125 0,5825 0,0625
Tabela 5: Valores estimados da DSP em f =0,2.
0 DSP estimada (512 pontos, 4 segmentos, recobrimento = 0)
2.5
_ 2.0
E 151
a 10
0.5
0.0 T T
0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

Frequéncia normalizada

Figura 10: DSP estimada de um ruido branco (2048 pontos). A TFD
foi calculada em 512 pontos distribuidos em 4 segmentos. A taxa de

recobrimento € igual a zero. Esta figura corresponde a medigdo 1 da Tabela

5.
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DSP estimada (512 pontos, 17 segmentos, recobrimento = 0,8125)
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Figura 11: DSP estimada de um ruido branco (2048 pontos). A TFD

foi calculada em 512 pontos distribuidos em 17 segmentos. A taxa de
recobrimento € igual a 0,8125. Observa-se uma varidncia menor em relagdo

a Figura 10. Esta figura corresponde a medic¢do 1 com L = 17 da Tabela 5.

Calculamos, para cada um dos casos anteriores, as médias e as
variancias das 10 estimativas da DSP na frequéncia f = 0,2, con-

forme apresentado na Tabela 6.

512 pts 512 pts 512 pts 512 pts 256 pts 128 pts
L=4 L=7 L=13 L=17 L=17 L=17

Média 1,0212 1,0057 1,0851 1,1392 1,1496 0,9961
Varidncia 0,2417 0,1673 0,1624 0,1405 0,0824 0,0181
Recobrimento 0 0,5 0,75 0,8125 0,5825 0,0625

Tabela 6: Médias e varidncias das estimativas da densidade espectral de
poténcia de um ruido branco na frequéncia f = 0,2, avaliando a dependén-
cia do viés e da varidncia em fun¢@o do nimero de segmentos L, do compri-

mento dos segmentos N e da taxa de recobrimento.

Para N = 512 constante, observa-se que a variancia diminui a
medida que aumenta o nimero de segmentos L (de 4 para 17). Esse
comportamento estd de acordo com a teoria do método de Welch,
segundo a qual a varidncia do estimador espectral decresce aproxi-
madamente de forma inversamente proporcional ao nimero de mé-
dias realizadas (Kay, 1988; Stoica; Moses, 2005).

O viés, em principio, ndo deveria variar significativamente nesse
caso, pois depende principalmente do comprimento do segmento
(que permanece constante) e da janela aplicada. As varia¢des ob-
servadas nas médias (entre 1,0212 e 1,1392) podem ser atribuidas a
variabilidade estatistica decorrente do nimero limitado de realiza-
¢oes (10 amostras).

Para L = 17 constante e variando o comprimento dos segmentos
(512, 256 e 128 pontos), observa-se reducio significativa da vari-

ancia a medida que N diminui. Esse resultado ocorre porque, ao

reduzir N, aumenta-se o nimero efetivo de médias independentes
ao longo da sequéncia total de 2048 pontos, reduzindo assim a va-
ridncia da estimativa. Contudo, essa redu¢do de variancia ocorre ao
custo de menor resolucgdo espectral e potencial aumento do viés.

Quanto ao recobrimento, o aumento da taxa de recobrimento
permite utilizar maior nimero de segmentos, contribuindo para a
reducdo da variancia. Entretanto, a reducio ndo € ilimitada, pois
segmentos muito sobrepostos tornam-se altamente correlacionados,
diminuindo o ganho estatistico efetivo. Assim, o aumento excessivo
do recobrimento implica maior custo computacional e de armazena-
mento, com ganhos marginais na reducéo da variancia (Kay, 1988;
Stoica; Moses, 2005).

Por fim, ressalta-se que o nimero de realiza¢des consideradas
(10) pode ndo ser suficiente para estimar com precisdo o viés e a
variancia reais do estimador, sendo recomendavel ampliar o nimero

de medigdes para andlises estatisticas mais robustas.

ESTUDO DE UM RUIDO COLORIDO

A resposta em frequéncia (médulo do ganho) desse filtro é ap-
resentada na Figura 12. A Figura 13 mostra a forma temporal do

ruido colorido gerado.
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Frequéncias normalizadas

Figura 12: Ganho em frequéncia de um filtro ressonante de segunda ordem.
Frequéncia de ressonancia igual a 0,2 e largura de banda a —3 dB igual a

0,01.
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Figura 13: Ruido (2048 amostras) obtido pela filtragem de um ruido branco
pelo filtro apresentado na Figura 12.
A Figura 14 apresenta o histograma da distribui¢do temporal das

amplitudes do ruido colorido.

2501

Ocorréncias

0.0
Amolitude

Figura 14: Ruido gaussiano. O ruido gaussiano filtrado continua sendo um
ruido gaussiano. Observa-se que a varidncia do ruido é menor do que a do

ruido branco.

Pode-se observar que o sinal gerado apresenta distribui¢cdo gaus-
siana. Ressalta-se que a filtragem linear de um ruido gaussiano re-
sulta, necessariamente, em um ruido gaussiano, pois combinagdes
lineares de varidveis gaussianas permanecem gaussianas (Oppen-
heim; Willsky, 2010).

Na Figura 13, observa-se que a variancia do ruido colorido é
menor do que a do ruido branco de entrada. Isso ocorre porque
o filtro ressonante ndo possui ganho unitdrio em toda a faixa de
frequéncias, atenuando parte do contetido espectral do sinal. Como
consequéncia, a energia na saida do filtro é inferior a energia do

sinal na entrada (Oppenheim; Willsky, 2010).

ANALISE DO RUIDO PELO CORRELOGRAMA

a) Estimativa da fungdo de autocorrelagdo

A Figura 15 apresenta a funcdo de autocorrelagdo estimada de
um ruido colorido, sem ponderacdo temporal. A Figura 16 mostra

um detalhe dessa fun¢@o no intervalo de atrasos entre —50 e +50.
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Figura 15: Fun¢@o de autocorrelagdo estimada de um ruido colorido sem

ponderagdo temporal.
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Figura 16: Detalhe da fungdo de autocorrelagdo estimada de um ruido

colorido para atrasos entre —50 e +50. A reta é utilizada para estimar T,,,.

Na regido central da func¢do de autocorrelagdo, observa-se uma
oscilagdo com frequéncia f = 0,2, associada a um decaimento ex-
ponencial caracterizado por T, = 35. Teoricamente, o tempo de

correlacdo é dado por 7, sendo neste caso T, = 21, = 70.

Para atrasos superiores a T, a estimativa da autocorrelag¢do a-
presenta erro significativo, devido ao nimero finito de amostras. A
Figura 17 mostra que, para esses atrasos, a funcdo deixa de seguir
o comportamento exponencial esperado, embora as oscilagdes na

frequéncia f = 0,2 ainda sejam preservadas.

A poténcia do ruido colorido (0,027) ¢ inferior a do ruido branco
(Figura 1). Isso ocorre porque a poténcia do sinal na saida do filtro
¢é igual a poténcia do ruido branco de entrada multiplicada pela drea
da fung¢@o de transferéncia ao quadrado do filtro ressonante, a qual

¢ menor que 1 (Oppenheim; Willsky, 2010).
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Figura 17: Detalhe da fung¢@o de autocorrelacdo estimada de um ruido
colorido para atrasos superiores a 100. Observa-se que o comportamento
deixa de ser exponencial, embora as oscilagdes na frequéncia f = 0,2 sejam

mantidas.

b) Estimativa da DSP
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Figura 18: DSP estimada de um ruido colorido a partir de 128 pontos da

fung¢do de autocorrelagcdo nido ponderada.
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Figura 19: DSP estimada de um ruido colorido a partir de 256 pontos da

fungdo de autocorrelagdo nido ponderada.
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Figura 20: DSP estimada de um ruido colorido a partir de 512 pontos da

fungdo de autocorrelacdo nio ponderada.
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Figura 21: DSP estimada de um ruido colorido a partir de 1024 pontos da
fungdo de autocorrelacdo ndo ponderada.

A aplicacdo de uma funcdo de apodizacdo tem como efeito a
reducdo da varidncia da estimativa espectral, resultando em um al-
isamento (suavizagdo) da DSP estimada. Entretanto, esse processo
introduz viés na estimativa. Esse alisamento pode ser interpretado

como uma reducdo da resolucio em frequéncia do estimador.

ANALISE DO RUIDO POR MODELAGEM
AUTORREGRESSIVA

Ordem 2 4 6
Frequéncia de ressoniancia 0,2021 0,19780 0,2026 0,200
Amplitude na ressonancia 0,6857 0,59980 0,6077 1,000
0,0195 0,01335 0,0102 —

0,0110 0,0200 0,0240 0,017

Filtro

Amplitude em continuo

Banda passante —6 dB

Tabela 7: Modelagem autorregressiva da DSP de um ruido colorido com
janela temporal retangular. Sdo apresentados os pardmetros estimados para
modelos AR de ordem 2, 4 e 6, bem como os valores correspondentes ao
filtro original.

Observa-se que o modelo AR de ordem 4 apresenta o melhor
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compromisso entre complexidade e capacidade de ajuste, pois seus
parametros estimados estdo mais proximos daqueles do filtro resso-
nante de referéncia, cuja frequéncia de ressonancia é fo = 0,2.
Esse comportamento estd diretamente relacionado aos efeitos
de borda na estimagdo AR. O modelo AR assume implicitamente
que o processo € estaciondrio e que a predi¢do pode ser realizada
com base em amostras passadas infinitas. No entanto, na prética,

trabalha-se com registros finitos:

* No inicio da janela de andlise, ndo hd amostras passadas su-
ficientes, sendo necessdrio assumir condi¢des iniciais (tipi-
camente valores nulos ou extrapolagdes), o que introduz erro

na estimacao.

* No final da janela, o modelo utiliza apenas as amostras
disponiveis, limitando a qualidade da predi¢do e afetando a

consisténcia estatistica.

Esses efeitos tornam-se mais pronunciados quando o nimero de
amostras € pequeno, como no caso de 64 pontos, resultando em
estimativas espectrais com maior erro e distorgao.

Além disso, a estimag@o dos coeficientes AR (por métodos
como Yule-Walker ou Burg) torna-se menos robusta com poucas
amostras, aumentando a sensibilidade a ruido e a erros de mode-
lagem (Kay, 1988; Stoica; Moses, 2005).

Nessas condi¢des, a utiliza¢do de janelas de ponderacdo tempo-
ral pode reduzir os efeitos de borda, ao atenuar a contribui¢do das
amostras nas extremidades do sinal, melhorando a estabilidade da

estimagao.
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Figura 22: DSP de um sinal de 128 pontos, estimada sem ponderagdo

temporal, utilizando um modelo AR de ordem 4.
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Figura 23: DSP de um sinal de 64 pontos, estimada por um modelo AR de
ordem 4. O modelo apresenta desempenho insatisfatério devido aos efeitos

de borda associados ao tamanho reduzido da janela de andlise.

ESTUDO DE UMA SENOIDE IMERSA EM RUIDO
BRANCO

SINAL COM RSB =0 DB

A Figura 24 apresenta a realizacdo temporal desse sinal.
Observa-se que, apesar do nivel de ruido ser elevado, ainda é pos-
sivel identificar visualmente a presenca da componente senoidal,
embora parcialmente mascarada pelas flutuagdes aleatérias do

ruido.
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Figura 24: Sinal composto por ruido branco e uma senoide de frequéncia
fo =0,2, com RSB = 0 dB, para 2048 amostras. A poténcia do ruido é

igual a poténcia do sinal senoidal.

ANALISE PELA TRANSFORMADA DE FOURIER

A Figura 25 apresenta o espectro do sinal obtido por meio da

Transformada Discreta de Fourier, calculada via FFT.

0.5
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No dominio da frequéncia, observa-se claramente um pico espec-
tral na frequéncia f = 0,2, correspondente a componente senoidal.
Por outro lado, o ruido branco, que possui densidade espectral
aproximadamente constante (espectro plano), ndo se destaca visual-
mente no espectro, aparecendo como um nivel de fundo distribuido
ao longo de todas as frequéncias.

Esse resultado evidencia uma propriedade importante da anélise
espectral: mesmo na presenga de ruido com poténcia igual a do
sinal (RSB = 0 dB), componentes deterministicas periddicas po-
dem ser identificadas no dominio da frequéncia devido a sua con-
centragdo de energia em frequéncias especificas (Kay, 1988; Stoica;

Moses, 2005).
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Figura 25: Espectro do sinal (FFT) composto por ruido branco e uma
senoide. Observa-se um pico em fy = 0,2, correspondente a senoide,
enquanto o ruido se manifesta como um nivel de fundo aproximadamente

uniforme ao longo do espectro. Devido a concentracdo de energia da
senoide em uma frequéncia especifica, sua presenca se destaca, enquanto o

ruido ndo apresenta estrutura espectral visivel.

ANALISE PELO CORRELOGRAMA

A funcdo de autocorrelag@o foi estimada em toda a sua exten-
sdo, sem ponderagdo temporal, conforme apresentado na Figura
26. Nessa representacdo, é possivel distinguir claramente a con-
tribui¢do de duas componentes no sinal: um pico centrado em k =0,
associado ao ruido branco (comportamento tipo delta de Dirac), e
uma estrutura em forma triangular, correspondente a autocorrelagdo
da senoide observada através de uma janela retangular.

A Figura 27 apresenta um zoom em torno de k = 0, eviden-
ciando o pico central e uma série de picos laterais associados a
componente senoidal. Esses picos apresentam periodicidade igual
aTl = %0 = & = 5 amostras. Observa-se ainda que a envoltdria
desses picos possui forma triangular, resultado da autocorrelagdo

da janela retangular aplicada ao sinal (Oppenheim; Willsky, 2010).

12

A Figura 28 mostra a densidade espectral de poténcia (DSP) es-
timada a partir da fun¢do de autocorrelacdo. Observa-se claramente
a presencga da componente senoidal, manifestada como um pico es-
pectral bem definido, enquanto o ruido ndo € distinguivel visual-
mente, aparecendo como um nivel de fundo aproximadamente uni-

forme.
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Figura 26: Funcao de autocorrelacio de um sinal composto por uma senoide
de frequéncia fy = 0,2 somada a ruido branco, sem ponderacdo temporal.
Observa-se um pico em k=0 associado ao ruido e uma envoltéria triangular

correspondente a autocorrelagdo da senoide sob janela retangular.
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Figura 27: Ampliacdo da fungdo de autocorrelacdo em torno de k = 0.
Observam-se picos periddicos associados a senoide, com periodo 7' =5, e

envoltdria triangular decorrente do efeito da janela retangular.
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Figura 28: DSP estimada de um sinal composto por senoide de frequéncia
fo = 0,2 somada a ruido branco, utilizando 2048 pontos. A componente
senoidal € claramente identificavel, enquanto o ruido aparece como um

fundo espectral aproximadamente uniforme.

SINAL COM RSB = - 20 DB

Analise pelo periodograma médio

A densidade espectral de poténcia (DSP) desse sinal foi inicial-
mente estimada utilizando uma unica janela de 2048 pontos, sem
ponderacdo temporal (janela retangular). Como mostrado na Figura
29, a estimativa bruta da DSP nédo permite identificar a presenca da
componente senoidal, devido a elevada variancia do estimador e ao
baixo nivel do sinal em relag¢@o ao ruido.

Em seguida, aplicou-se o método do periodograma médio
(método de Welch), utilizando trés segmentos de 512 pontos. Nesse
caso, ja € possivel observar um pico espectral na frequéncia fy =
0,2, com amplitude aproximada de 5,6 (Figura 30).

Ao aumentar o nimero de segmentos para 15 (também com 512
pontos), a detec¢@o da senoide torna-se mais clara, embora com re-
ducdo da amplitude estimada do pico para aproximadamente 3,8
(Figura 31). Essa redugdo decorre do efeito de suavizacdo intro-
duzido pela média dos periodogramas.

O efeito principal do periodograma médio é a redugdo da var-
idncia da estimativa espectral associada a componente aleatdria
do sinal, permitindo a deteccdo de componentes deterministicas

mesmo em condigdes de baixa RSB.
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Figura 29: Estimativa da DSP de um sinal com RSB = —20 dB, utilizando
uma unica janela de 2048 pontos sem ponderacdo temporal. A presenca da

senoide ndo € detectdvel devido a elevada variancia do estimador.
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Figura 30: Estimativa da DSP de um sinal com RSB = —20 dB, utilizando
trés segmentos de 512 pontos sem ponderacdo temporal. Observa-se o

surgimento de um pico espectral em fp = 0,2, com amplitude aproximada

de 5,6.
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Figura 31: Estimativa da DSP de um sinal com RSB = —20 dB, utilizando
15 segmentos de 512 pontos sem ponderagdo temporal. A senoide
¢é claramente detectada, com amplitude espectral aproximada de 3.8,

evidenciando a redu¢do da variancia da estimativa.
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ANALISE PELO CORRELOGRAMA

Estimou-se a fungdo de autocorrelagdo do sinal, em toda a sua
extensdo e sem pondera¢do temporal, conforme apresentado na
Figura 32. Observa-se similaridade com o caso anterior (Figura
26), porém com maior contribui¢do do ruido em relacdo a compo-
nente senoidal. Nessa condicdo, a estrutura triangular associada a
autocorrelacdo da senoide ndo é claramente identificavel.

Na amplia¢do mostrada na Figura 33, ndo se observam de forma
clara as oscilagdes da autocorrelacdio associadas a senoide, devido
a predominéncia do ruido (RSB = —20 dB).

A densidade espectral de poténcia (DSP) foi estimada a partir
de 256 pontos da fungdo de autocorrelacdo ndo ponderada (Figura
34). Observa-se um pico na frequéncia f = 0,2, com amplitude
espectral de aproximadamente 2,5. O valor do quociente entre esse
pico e o maior valor fora dessa frequéncia € 1,13, o que ndo permite
distinguir de forma confidvel a presenga de uma tinica componente
espectral dominante.

Em seguida, a DSP foi estimada a partir de aproximadamente
256 pontos da funcdo de autocorrelagdo, considerando apenas atra-
sos positivos (k > 0) (Figura 35). Nesse caso, observa-se um pico
na frequéncia f = 0,2 com amplitude aproximada de 1,2. O quo-
ciente entre esse pico e o maior valor fora dessa frequéncia € igual
a 2, permitindo melhor discriminagdo da componente senoidal.

O procedimento foi repetido para trés intervalos distintos da
funcdo de autocorrelagdo, e os resultados sdo apresentados na

Tabela 8.

Segmento (Tranche) Pico 1 Pico 2 Razdo

1 .2 06 2,00
2 09 08 1,12
3 0,8 05 1,60

Tabela 8: Valores estimados da DSP na frequéncia f = 0,2, obtidos a par-
tir de aproximadamente 256 pontos da funcéo de autocorrelacdo para atra-
s0s positivos, considerando diferentes intervalos (tranches). O sinal possui
RSB = —20dB.

Observa-se que a amplitude dos picos associados a frequéncia
f =0,2 diminui 2 medida que se consideram intervalos mais dis-
tantes da origem (k = 0). Esse comportamento decorre da reducéo
da amplitude da funcdo de autocorrelagdo com o aumento do atraso,
0 que compromete a qualidade da estimativa espectral.

Como a autocorrelagdo de uma senoide € periddica, a frequéncia
pode ser estimada a partir de diferentes intervalos da fun¢do de au-

tocorrelagdo. Entretanto, ao utilizar intervalos afastados da origem,
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a estimativa torna-se menos precisa devido a menor relagdo sinal-
ruido nessas regides. Por outro lado, intervalos proximos da origem
apresentam maior influéncia do ruido branco, associado ao pico em

k = 0 (Kay, 1988; Oppenheim; Willsky, 2010).
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Figura 32: Estimativa da funcdo de autocorrelacdo de um sinal composto
por senoide e ruido branco (RSB = —20 dB), sem ponderagdo temporal.
Observa-se semelhanga com o caso de maior RSB, porém com maior
contribuicdo do ruido. A estrutura triangular associada a senoide ndo é

claramente identificavel.
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Figura 33: Detalhe da funcdo de autocorrelacdo em torno de k = 0 para
um sinal com RSB = —20 dB. Nao se observam claramente as oscilagdes
associadas a senoide. O pico em k = 0 corresponde a contribuicdo do ruido

branco.
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Figura 34: Estimativa da DSP a partir de 256 pontos da fun¢do de auto-
correlacdo sem ponderacdo temporal. Observa-se um pico na frequéncia
Jfo =0,2, com amplitude espectral aproximada de 2,5. O quociente entre
esse pico e o maior valor fora dessa frequéncia é 1,13, o que limita a

distin¢do da componente senoidal.
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Figura 35: Estimativa da DSP a partir de aproximadamente 256 pontos da
funcdo de autocorrelacdo para atrasos positivos (kK > 0). Observa-se um
pico em fp = 0,2, com amplitude espectral aproximada de 1,2. O quociente
entre esse pico e o maior valor fora dessa frequéncia é 2, permitindo melhor

discriminagdo da componente senoidal.

CONCLUSAO

Neste trabalho foram analisadas diferentes técnicas classicas de
estimacao espectral aplicadas a sinais estocdsticos e deterministicos
imersos em ruido, incluindo o correlograma, o periodograma médio
(método de Welch) e a modelagem autorregressiva.

No estudo do ruido branco, verificou-se que o periodograma sim-
ples apresenta elevada variancia, tornando inadequada a inferéncia

direta da densidade espectral de poténcia (DSP) a partir de uma
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Unica realizagdo. A utilizacdo de técnicas de suavizagdo, como o
janelamento no dominio da autocorrelacéo e o periodograma médio,
mostrou-se eficaz na reducao da variancia do estimador. Observou-
se experimentalmente o compromisso fundamental entre varidncia
e resolucdo espectral: a reducdo da varidncia ocorre ao custo de
perda de resolug¢@o em frequéncia ou introdugdo de viés.

A andlise da funcdo de autocorrelagdo confirmou o comporta-
mento teérico do ruido branco, com concentragcdo de energia no
atraso nulo. A aplica¢do de janelas temporais, como a de Ham-
ming, reduziu o tempo efetivo de integragdo (7;), resultando em
aumento da varidncia dos estimadores, conforme previsto teorica-
mente, ainda que efeitos de amostragem finita tenham introduzido
discrepancias em algumas medicdes.

No estudo do ruido colorido, gerado por filtragem linear de ruido
branco, verificou-se a preservagao da gaussianidade e a modificacdo
da estrutura de correlacdo temporal. A func¢do de autocorrelagio a-
presentou comportamento oscilatério com decaimento exponencial,
refletindo as propriedades do filtro ressonante. A DSP estimada
evidenciou claramente a concentragdo espectral em torno da fre-
quéncia de ressonincia. A modelagem autorregressiva demonstrou
capacidade de estimar pardmetros espectrais com boa precisdo para
ordens adequadas, sendo observado que modelos de ordem inter-
medidria (AR-4) apresentaram melhor ajuste. Também foi eviden-
ciado o impacto do tamanho da amostra na robustez da estimacao,
especialmente devido a efeitos de borda.

No caso de uma senoide imersa em ruido branco, verificou-se
que a Transformada de Fourier permite a identificagdo de compo-
nentes deterministicas mesmo em condi¢des de RSB = 0 dB, de-
vido a concentragdo espectral da senoide. Para RSB = —20 dB, a
deteccdo direta via FFT torna-se invidvel, sendo necessario recorrer
a técnicas de reducgdo de variancia, como o método de Welch. O
aumento do nimero de segmentos permitiu reduzir a varidncia da
estimativa e tornar detectdvel a componente senoidal.

A andlise via correlograma mostrou-se complementar, per-
mitindo identificar a periodicidade da senoide mesmo em condi¢des
adversas de ruido, embora com limita¢cdes associadas a variancia
da estimativa e a degradacdo da autocorrelag@o para atrasos eleva-
dos. A utilizagdo de subconjuntos da autocorrelagdo (k positivos)
demonstrou melhora na discriminagdo espectral, evidenciando a
importancia da sele¢do adequada da regido de andlise.

De forma geral, os resultados confirmam os principios funda-

mentais da andlise espectral:

I: a variancia dos estimadores € fortemente dependente do nimero

de amostras efetivas e do nimero de médias realizadas;
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II: hd um compromisso intrinseco entre resolu¢do espectral, viés e
variancia;

III: 0 desempenho das técnicas depende criticamente das
condi¢des de relacdo sinal-ruido e do comprimento do sinal

disponivel.
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Por fim, destaca-se que o nimero limitado de realizac¢des uti-
lizadas no estudo (N = 10) impde restrigdes a robustez estatistica
dos resultados, sendo recomenddvel a utilizagdo de um ndimero
maior de amostras para validagdo quantitativa mais precisa dos es-

timadores analisados.
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